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НС-МОДЕЛЬ:СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ ГИББСА НА ДЕРЕВЕ КЭЛИ 
Махаммадалиев Мухторжон Турсунмухаммад угли 
Наманганский государственный университет, преподаватель 
 
Аннотация: Изучается HC модель на дереве Кэли. Для этой модели найдены новые 
условия единственности слабо периодических мер Гиббса в случае нормального делителя 
индекса четыре. 
Ключевые слова: дерево Кэли, конфигурация, НС-модель, мера Гиббса, слабо 
периодическая мера Гиббса, трансляционно-инвариантная мера Гиббса. 
 
HC MODEL:KELI DARAXTIDA KUCHSIZ DAVRIY GIBBS O’LCHOVLARI  
Maxammadaliyev Muxtorjon Tursunmuxammad o’g’li 
Namangan davlat universiteti, o’qituvchi 
 
Annotatsiya: Mazkur ishda Keli daraxtida HC modeli o`rganilgan. Bu model uchun 
normal bo`luvchining indeksi to`rt bo`lganda kuchsiz davriy Gibbs o’lchovlarining yangi yagonalik 
shartlari topilgan. 
Kalit so’zlar: Keli daraxti, konfiguratsiya, HC modeli, Gibbs o`lchovi, kuchsiz davriy 
Gibbs o’lchovi, translyatsiоn-invariant Gibbs o’lchovi. 
HC MODEL:WEAKLY PERIODIC GIBBS 
MEASURES ON A CAYLEY TREE  
Makhammadaliev Mukhtorjon Tursunmukhammad ogli. 
Namangan State University, teacher 
 
Abstract: We study the hard-core model on the Cayley tree. For this model we find new 
conditions of uniqueness of weakly periodic Gibbs measures for a normal divisor of index four. 
Keywords: Cayley tree, configuration, hard-core model, Gibbs measure, weakly periodic 
Gibbs measure, translation invariant Gibbs measure. 
 
Определение меры Гиббса и других понятий, связанных с теорией мер Гиббса, 
можно найти, например, в работах [1]-[4]. Несмотря на многочисленные работы, 
посвященных изучению мер Гиббса, ни для одной модели не было получено полное 
описание всех предельных мер Гиббса.  
В [5] изучены слабо периодические меры Гиббса, соответствующие 
совокупности величин из некоторых инвариантных множеств. В этой работе 
обобщены некоторые результаты из работы [5].  
Пусть ),,(= iLVk дерево Кэли порядка 1k , где V  есть множество 
вершин k , L множество его ребер и i функция инцидентности, сопоставляющая 
каждому ребру Ll  его концевые точки Vyx , . Если },{=)( yxli , то x  и y  
называются  ближайшими соседями вершины и обозначается  yxl ,= . Расстояние 
Vyxyxd ,),,(  на дереве Кэли определяется формулой  
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Рассмотрим модель, где {0,1}=  и  V конфигурация, то есть 
}:)({= Vxx  , где 1=)(x  означает, что вершина x  на дереве Кэли занятая, 
а 0=)(x  означает, что она свободная. 
Конфигурация   называется допустимой, если 0=)()( yx   для любых 
соседних  yx,  из nVV (  или nW , соответственно ) и обозначим множество таких 
конфигураций через   (
nV
  и ).
nW
  Ясно, что .V  
Гамильтониан HC-модели определяется по формуле     
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где RJ . 
Пусть B  есть   есть алгебра, порожденная цилиндрическими 
подмножествами   Для любого n  обозначим через }=|:{= n
nVnV
 B  
подалгебру B , где 
nV
|  сужение   на ,nV   )(: xnnVxn   допустимая 
конфигурация в .nV  
Определение 1. Для 0>  НС-мера Гиббса есть вероятностная мера   на 
),( B  такая, что для любого n  и 
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Здесь символ   означает объединение конфигураций и )
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нормировочный множитель с граничным условием 
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Известно [4], что k  можно представить как 
k
G свободное произведение 1k  
циклических групп второго порядка с образующими 
1
,...,
1 k
aa , соответственно. 
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Пусть 
k
G  подгруппа группы 
k
G .   
Если гиббсовская мера инвариантна относительно некоторой подгруппы 
конечного индекса 
k
G
k
G  , то она называется 
k
G -периодической. 
Известно [5], что каждой мере Гиббса для HC-модели на дереве Кэли можно 
сопоставлять совокупность величин },,{=
k
Gxxzz   удовлетворяющих  
1= (1 )
( )
z zx y
y S x
 

,(1) 
где 0>= Je параметр. 
Определение 2. Совокупность величин },{=
k
Gxxzz   называется k
G -
периодической, если xzyxz =  для ., k
Gy
k
Gx   
k
G -периодические совокупности называются трансляционно-
инвариантными. 
Для любого 
k
Gx  множество )(\},:{ xSyx
k
Gy   имеет единственный 
элемент, которого обозначим через 

x  (см.[5]). 
Пусть },...,
1
{=/ rHHk
G
k
G   фактор группа, где 
k
G нормальный делитель 
индекса 1.r  
Определение 3. Совокупность величин },{=
k
Gxxzz   называется 

k
G слабо периодической, если 
ij
zxz =  при jHxiHx 
 ,  для 
k
Gx . 
Заметим, что слабо периодическая совокупность z  совпадает с обычной 
периодической (см. определение 2), если значение xz  не зависит от 
x . 
Определение 4. Мера   называется 
k
G (слабо) периодической, если она 
соответствует 
k
G (слабо) периодической совокупности величин z . 
Пусть {1,2,..., 1}A k   и = { : ( )A k x i
i A
H x G w a

  четное число}, где 
( )x iw a число буквы ia  в слове kx G , 
(2) ={ :| |k kG x G x  четное число},  
| |x длина слова kx G  и 
(4) (2)=k A kG H G нормальный делитель индекса 4.  
Рассмотрим фактор-группу }
3
,
2
,
1
,
0
{=(4) HHHH
k
G . Тогда в силу (1) для 
(4)
kG -слабо периодических величин xz  будем иметь систему уравнений   
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Рассмотрим отображение ,88: RRW   определенное следующим образом: 
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Лемма. Отображение W  имеет инвариантные множества следующих видов:  
8
1 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8={( , , , , , , , ) : = = = },I z z z z z z z z R z z z z z z z z      
8
2 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 7 8 3 4 5 6={( , , , , , , , ) : = = = , },I z z z z z z z z R z z z z z z z z     
8
3 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 5 4 6 7 8={( , , , , , , , ) : = , = , , },I z z z z z z z z R z z z z z z z z    
8
4 1 2 3 4 5 6 7 8 1 7 2 8 3 6 4 5={( , , , , , , , ) : = , = , , },I z z z z z z z z R z z z z z z z z    
8
5 1 2 3 4 5 6 7 8 1 8 2 7 3 4 5 6={( , , , , , , , ) : = , = , , },I z z z z z z z z R z z z z z z z z    
Доказательство. Покажем инвариантность 2I  (инвариантность , =1,3,4,5iI i  
доказывается аналогично работе [5]). Ясно, что для любого 
* * * * * * * * *
1 2 3 4 5 6 7 8 2= ( , , , , , , , )z z z z z z z z z I  имеет место 
* * * * * * * *
1 2 7 8 3 4 5 6,z z z z z z z z      . 
Отсюда и из (3) имеем  
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т.е. 
1 2 7 8 3 4 5 6= ,z z z z z z z z            , а это значит 2= ( *) .z W z I   
Замечание. Инвариантные множества , =1,3,4,5iI i  совпадают с инвариантными 
множествами из работы  [5]. А инвариантное множество 
2I  в работе [5] не 
рассматривалось. 
Теорема. При 1,k i k   на 2I  слабо периодическая мера Гиббса единственна. 
Более того, эта мера совпадает с единственной трансляционно-инвариантной мерой 
Гиббса. 
Доказательство.  При 1,k i k   на 2I  система уравнений (2) имеет вид ( 1= zx  и 
3= zy ): 
1 1
1 1
= ,
(1 ) (1 )
1 1
= .
(1 ) (1 )
i k i
i k i
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y x
y
y x
 
 
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  
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Умножим первое уравнение на y , а второе на x . Тогда система уравнений имеет вид 
1
1
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1
= .
1 (1 )
i
k
i
k
x y
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y x
x x
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y x
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Вычтем из первого уравнение второе и получим 
1
1 1 1
0
1 (1 ) 1
i
k
x x
y x
y x y
 
  

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. 
Отсюда, после некоторых преобразований, будем иметь 
( )( 1) 0y x x   . 
Следовательно, y x . А это значит, что любая слабо периодическая мера Гиббса 
для НС-модели является трансляционно-инвариантной, и известно, что 
трансляционно-инвариантная мера Гиббса для этой модели единственна. 
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